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Wirmeleitung beim Erstarren

geometrisch einfacher Korper

Heat Conduction in Solidification of Geometrically Simple Bodies
K. STEPHAN und B. HOLZKNECHT, Bochum

Zusammenfassung. Die Erstarrung vor einer ebenen Platte so-
wie an der Innen- und Auflenseite eines Zylinders und einer
Kugel wurde numerisch berechnet und in Diagrammen systema-
tisch zusammengestellt. Aus diesen kann man die Erstarrungs-
zeiten fiir Kithlung bei endlichem Wirmelibergang, konstanter
Temperatur oder konstantem Wirmestrom bestimmen. Ein Ver-
gleich mit bekannten Niherungsldsungen zeigt, dal diese nur
in bestimmten Bereichen der mafgebenden Kennzahlen zu
brauchbaren Ergebnissen fiihren.

1. Aufgabe

Vorginge des Erstarrens sind bekanntlich fiir die
Konservierung von Lebensmitteln durch Gefrieren, die
Formgebung von Metallen, Gefriergriindungen im Schacht-
bau, die Stofftrennung durch Ausfrieren aus einem Flils-
sigkeitsgemisch und fiir viele andere Bereiche der Tech-
nik von Bedeutung. Obwohl! hierbei die erstarrenden
Kérper von unterschiedlicher Gestalt sind, kann man
sie hiufig durch einfache geometrische Formen, wie
ebene Platte, Zylinder, Kugel, Hohlzylinder oder Hohl-
kugel, annihern oder sich kompliziertere Gebilde aus
diesen einfachen Korpern aufgebaut denken.

Im Folgenden sollen Erstarrungsgeschwindigkeiten
und -zeiten solcher einfacher geometrischer Kérper
ermittelt werden fiir die am hiufigsten vorkommenden
Arten der Wiarmeabfuht: endlicher Wirmeliibergang
zwischen dem sich bildenden Festkdrper und dem Kiihl-
mittel, konstante Temperatur oder konstante Warme-
stromdichte an der Kithiwand.

Die Berechnung der Erstarrungsgeschwindigkeiten
und -zeiten wird dadurch erschwert, dafs sich die geo-
metrische Form des FestkGrpers stindig dndert, wodurch
ein Wirmeleitproblem mit variablem Integrationsbereich
entsteht, fiir das nur in wenigen Sonderfillen exakte
analytische Losungen moglich sind [1].

2. Bisherige Arbeiten

Bereits vor mehr als hundert Jahren hat Neumann
fiir die Erstarrung einer auf Schmelztemperatur befind-
lichen Fliissigkeit vor einer ebenen Wand konstanter
Temperatur eine analytische Losung gefunden. Wie
Lightfoot 2] spéter feststellte, kann man die Neu-
mannsche Ldsung nicht auf andere Kdrper und andere
Arten der Wiarmeabfuhr {ibertragen. Man ist daher auf

Abstract. The solidification on a flat plate as well as on the
inside and outside of a cylindrical and a spherical container
was numerically calculated and is presented systematically in
diagrams. The diagrams show the solidification times for finite
heat transfer between the solidified layer and the coolant,
constant wall temperature, and constant heat transfer rates.

A comparison with known approximations proves, that these
yield useful results only in limited ranges of the relevant
dimensionless parameters.

numerische Losungen oder analytische Nidherungs-
methoden angewiesen. So hat Siegel [3] fiir zweidimen-
sionale Probleme die stationire Form des erstarrten
Korpers mit Hilfe von konformen Abbildungen zu er-
mitteln versucht.

Beaubouef und Chapman [4] haben die Erstarrung
einer unendlich ausgedehnten ebenen Fliissigkeitsschicht
numerisch berechnet und dabei einen konstanten Wérme-
strom von der Flissigkeit an die erstarrte Schicht zuge-
lassen. Mit Hilfe eines Differenzenverfahrens ermittelte
Tao [5] die Erstarrungsgeschwindigkeiten und -zeiten
zylindrischer und kugelférmiger Kérper, deren fliissige
Phase Erstarrungstemperatur besitzt. Diese Rechnungen
hat Stein [6] erweitert in der Annahme, die kugelférmige
Fliissigkeitsmasse besitze anfinglich eine Srtlich verdn-
derliche Temperatur und der Wiarmeiibergang an der
Kugeloberfliche sei eine Funktion der Zeit. Weitere
numerische Rechnungen fiir verschiedene geometrische
Gebilde und unterschiedliche Randbedingungen findet
man im Schrifttum [7, 8, 9, 23]. Eine Ubersicht iiber
numerische Lésungen und analytische Niherungen gibt
Stephan [10].

Unter den analytischen Niherungslosungen fithrt die
sogenannte quasistationdre Niherung, welche die in der
festen Phase gespeicherte Energie gegeniiber der Erstar-
rungsenthalpie vernachldssigt, auf besonders einfache
Ergebnisse fiir die Erstarrungszeit und -geschwindigkeit.
Sie gilt jedoch nur fiir Stoffe wie Wasser und wiissrige
Lésungen, wihrend sie fiir andere, beispielsweise Metalle,
zu grofien Fehlern fithrt. Ein Nidherungsverfahren von
Megerlin [11] geht von einem Polynom fiir die Tempe-
ratur in der festen Phase aus. Die Koeffizientenfunk-
tionen des Polynoms erfiillen alle Randbedingungen,
befriedigen die Wirmeleitgleichung jedoch nur an der
Phasengrenze. Dieses Verfahren hat Stephan [10] erwei-
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tert und auf die Erstarrung von Strémungen entlang
einer ebenen Wand und in Rohren angewendet. Eben-
falls auf einem Polynomansatz fiir die Temperatur
(Parabel) beruht ein Niherungsverfahren von Stephan
[12] fur die Erstarrung zylindrischer und kugelfdrmiger
Korper, das wenig spéter auch von Stein [13] angegeben
wurde. Nach Transformationsregeln von Lin [14] kann
man aus den Erstarrungsgeschwindigkeiten ebener plat-
tenférmiger Kérper diejenigen fiir zylinder- und kugel-
formige Korper ermitteln. Diese Formeln gelten jedoch
nur ndherungsweise, wie spiter nachgewiesen wurde
[10, 12]. Siegel et al. [15] verglichen Niherungsverfah-
ren, die auf der Integralmethode von Goodman [16]
beruhen, und erweiterten diese auf die Erstarrung vor
einer dicken Platte [17] unter Beriicksichtigung der in
der Platte gespeicherten inneren Energie.

3. Mathematische Formulierung

Die Erstarrung vor einer Platte oder an der Innen-
und AuBenseite eines Zylinders oder einer Kugel lifst
sich bei geometrisch eindimensionaler Wirmeleitung
durch ein einheitliches Gleichungssystem beschreiben.
Nach Bild 1 sei der Ursprung der Lingskoordinate x
die Achse eines zylindrischen Rohres, der Mittelpunkt
einer Kugel oder im Fall der ebenen Platte ein beliebi-
ger Koordinatenursprung. Die Fliissigkeit soll entweder
im Inneren des Rohres erstarren, wenn von aufien ge-
kithlt wird, oder es soll sich, wie die untere Skizze in
Bild 1 zeigt, eine feste Schicht um das Rohr bilden,
wenn sich im Inneren des Rohres ein Kiihlmittel befin-
det. Die Koordinate xg sei bei der Erstarrung im Inne-
ren des Rohres der Innenradius, bei der Erstarrung an
der Aufienseite der Aulenradius. Diese Bezeichnungen
gelten sinngemifR auch fiir die Kugel.

Zur Zeit t = 0 beginnt sich die feste Phase mit der
Oberfliche & in die Flissigkeit der Erstarrungstempera-

(Xs.05. €}

Bild 1. Temperaturen bei der Erstarrung an der Innen- und
Aufenseite eines Zylinders. Endlicher Wirmeiibergang
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tur T hineinzubewegen. Die Dicke |§ — xq! der festen
Phase und die Erstarrungsgeschwindigkeit d £/d t sind
Funktionen der Zeit t.

Fiir die feste Phase gilt
9T/t =ag(d2T/0x%+ n/x-0T/0x) (D
mit der Temperaturleitfahigkeit ag = Ag/pg g
und n = 0 fiir die ebene Platte,

n =1 fir den Zylinder oder
n = 2 fiir die Kugel.

Die Wirmeleitfihigkeit A, die Dichte pg und die
spezifische Wirmekapazitit ¢ wurden fiir die nume-
rische Rechnung als konstant vorausgesetzt, kdnnen
jedoch ohne zusiizliche Schwierigkeit auch als tempe-
raturabhiingig angenommen werden. Es gelten die fol-
genden Randbedingungen:

An der Oberfliche x = £ herrscht Erstarrungs-
temperatur T = T,. (2)

An der Kithlwand x = x; sollen folgende Randbedin-
gungen zugelassen werden:

konstante Wandtemperatur T=T,, (3a)

konstante Wirmestromdichte A 3T/0x =% q oder
(3b)

endlicher Wirmeiibergang ANOT/ax = £ k(T — T,
(3¢c)

mit positiven Vorzeichen fiir Erstarrung an der Auflen-
seite (¢ > x¢) und negativen Vorzeichen fiir Erstarrung
an der Innenseite (¢ < xg).

Die Randbedingung Gl. (3a) ergibt sich bekanntlich
als Grenzfall k > * aus GI (3¢). Der Wirmedurchgangs-
koeffizient k enthilt den Wirmeiibergangswiderstand
und den Wirmeleitwiderstand der Kithlwand. Als wei-
tere Bedingung gilt die Energiebilanz an der Phasen-
grenze &

x=E:pshgdE/dt =2, 0T/0x (4)
mit der Anfangsbedingung
t=0:&=x,. (5)

Um die Zahl der EinfluBgroen zu verringern, fithrt man
dimensionslose Groen ein:

O =(T - TY/(Ts — T,
7= (Tg = T thoghgxg , X =x/x0, £ =E/xq
sowie die Biot-Zahl Bi = k xq/A,, die Phaseniibergangs-

zahl Ph = hg/cs (Tg — Ty) und die dimensionslose Wirme-
stromdichte Qu = xq q/A (T5 — Ty).
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Die Gln. (1) bis (5) gehen damit tiber in:

1/Ph-39/37=029/3X2+ n/X-08/0X , (6)
X=§:9=1, @)
X=1:9=0, (8a)

39/0X =1 Qu, (8b)

09/dX =+ Bi-9, (8¢c)
X=¢%:1d¢8dr=09/3X, )
=0 1 £=1. (10)

4. Numerische Losung

Zur Losung der partiellen Dgl. (6) wurde das Diffe-
renzenverfahren nach Crank-Nicolson verwendet, wih-
rend die gewoOhnliche Dgl. (9) nach dem Verfahren nach
Runge-Kutta geldst wurde.

Das Crank-Nicolson-Verfahren [18, 19] wurde von
karthesischen auf Zylinder- und Kugelkoordinaten ent-
sprechend erweitert. Ubertrigt man es auf ein Problem
mit variablem Rand, so enthilt die Differenzenapproxi-
mation der Wiarmeleitgleichung (6) fiir den letzten Stiitz-
punkt vor der Oberfliche S* Differenzenausdriicke mit
nicht #quidistanten Stiitzstellen, da als duferster Stiitz-
wert die aus der Randbedingung (7) bekannte Ober-
flichentemperatur verwendet wird. Diese Differenzen-
ausdriicke wurden geméfl der Methode fiir die Ableitung
von ,,Finiten Ausdriicken* nach Collatz {20, S. 161]
hergeleitet. Wegen der mit der Erstarrungszeit zuneh-
menden Schichtdicke werden im Verlauf der Rechnung
an der Oberfliche neue Stiitzstellen hinzugenommen,
und zwar dann, wenn der Abstand der Oberfliche £*
von der duflersten Stiitzstelle das 1,5fache einer Schritt-
weite itberschreitet. Die Temperatur an dieser neuen
Stiitzstelle wird extrapoliert. Das aus der Diskretisierung
der Gln. (6) bis (8) entstehende lineare Gleichungs-
system wird auf tridiagonale Form gebracht und nach
der Methode von Thomas [19, S. 254] gelost.

Zur Lésung der Energiebilanz (9) wird das Tempe-
raturprofil aus dem Differenzenverfahren verwendet.
Das Runge-Kutta-Verfahren zur L3sung von Gl. (9)
ermdglicht die Anderung der Zeitschrittweite mittels
der Schrittkennzahl [21], was sich bei Erstarrungsvor-
gingen mit £¥ > 1 wegen der stetig abnehmenden
Krimmung der Kurve 7(£*) und bei Erstarrungsvorgin-
gen mit £* < 1 wegen der starken Zunahme der Kriim-
mung bei £* =~ 0 als zweckmiBig erwies.

Fiir den Beginn des Differenzenverfahrens mufd eine
endliche Schichtdicke vorgegeben werden, die gleich
der 1,5fachen Schrittweite gew#hlt wurde. Die hierzu
gehdrenden Anfangswerte fir Erstarrungszeit und
-geschwindigkeit wurden nach den Niherungsformeln
von Megerlin [11] berechnet.
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4.1 Stabilitit und Diskretisierungsfehler

Das Crank-Nicolson-Verfahren ist in karthesischen
Koordinaten fiir alle Werte r = Ph-A7/(AX)2 >0
stabil, solange das Problem linear ist, eine Bedingung,
die im vorliegenden Fall nicht erfiillt ist. Hier ergab die
Rechnung fiilr n = 0, 1, 2 Stabilitdt bis zu einer oberen
Grenze von r = 500. Um numerische Instabilititen zu
vermeiden, wurde r deshalb auf 0 <r < 280 begrenzt.
Das gewihlte Verfahren ist somit dem expliziten Ver-
fahren, fur das r << 0,5 sein muB, liberlegen, da es sehr
viel groBere Zeitschritte erlaubt.

Eine Abschitzung des Diskretisierungsfehlers in Orts-
richtung erhilt man, wenn man die Erstarrungszeit fir
einen K&rper vorgegebener Schichtdicke mit verinder-
lichem Ortsschritt A X berechnet und anschlieBend iiber
AX auftrigt. Fiir AX = 0 gehen die Differenzenquo-
tienten in Ortsrichtung in die Differentialquotienten
iber. Wird die Kurve also extrapoliert auf A X — 0, so
stellt der Unterschied zwischen der Erstarrungszeit bei
endlichem A X und dem extrapolierten Wert den Dis-
kretisierungsfehler in Ortsrichtung dar. Eine Anwen-
dung dieses Verfahrens fiir die Erstarrung einer ebenen
Platte, einer Kugel und einer Hohlkugel bei konstanter
Temperatur der Kiithlwand (Bi — 0), sowie fiir drei
Werte der Phaseniibergangszahl Ph = 0,271, 2 und 50
ergab bei Wahl von AX = 1/120 Fehler in der Erstar-
rungszeit unter einer Schranke von 1079,

Vergleicht man weiterhin die numerische Ldsung fiir
den Fall der ebenen Wand und fiir eine Biot-Zahl
Bi - oo mit der exakten Neumann-LOsung, so ergibt
sich ein Fehler in der Erstarrungszeit 7, der fiir alle
Werte der Phaseniibergangszahl Ph kleiner als 5-10—3
ist und im Mittel annghernd 1-10~3 betrigt.

5. Ergebnisse

Fiir die Erstarrung vor einer Platte ist die Bezugs-
linge X beliebig wihlbar. Wir setzen xo = Ag/k. Gleich-
bedeutend damit ist die Wahl der Biotzahl Bi = kxy/Ag=
= 1. Fiir endlichen Wirmeiibergang erhilt man dann die
in Bild 2 dargestellte Erstarrungszeit 7 (¢, Ph, Bi = 1).
Fiir die als Neumann-Ldsung bekannte Erstarrung bei
konstanter Wandtemperatur k — oo verschwindet die
Bezugslinge xo — 0, wodurch die Koordinaten £* > o0
und 7 = *© gehen und damit nicht mehr in Bild 2 dar-
stellbar sind. Die Neumann-Losung ist deshalb geson-
dert im eingeblendeten Diagramm angegeben. Gibt man
als Randbedingung konstante Wirmestromdichte vor,
so wird die Temperatur T, bedeutungslos, so dafs sie
aufber der Koordinate xq ebenfalls beliebig wahlbar ist.
Setzt man T, = T — hg/eg und x5 = Aghg/q ¢, so wird
Qu =1 und Ph = 1, die Erstarrungszeit ist dann durch
eine einzige Kurve 7 (§*, Ph = 1, Qu = 1) darstellbar
(Bild 2). Damit man aus Bild 2 auch die Erstarrungszeit
fiir sehr grofle Schichtdicken ablesen kann, ist eine
zweite Kurve Qu = 10, Ph = | angegeben. Die Bezugs-
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Bild 2. Erstarrung vor einer Platte bei endlichem Wirmeiiber-
gang, konstanter Wandtemperatur und konstanter Wirmestrom-
dichte

linge xq = 10 Aghg/q ¢4 ist hier um den Faktor 10 ver-
groflert und die dimensionslose Erstarrungszeit um den
Faktor 100 verkleinert.

Die Erstarrung eines Hohlzylinders und einer Hohl-
kugel bei endlichem Wirmelibergang zeigen die Bilder
3 und 5 fiir Ph = 0,2. Die Erstarrungskurven 7 (§%, Bi)
fiir grofiere Werte Ph kdnnen nach der Interpolations-
formel 7(Ph) = w-7(Ph = 0,2) + (1 — w)-7(Ph = =)
ermittelt werden. Der Faktor w (Ph) ist dem eingeblen-
deten Diagramm, die quasistationiire Losung 7 (Ph = o)
hingegen Tabelle 1 zu entnehmen. Wie eine numerische
Rechnung zeigte, kann man die Abhingigkeit des Fak-
tors w von der Biotzahl und der Koordinate §* ver-
nachlédssigen, da der dadurch verursachte Fehler in der
Erstarrungszeit unter 1% liegt. Die Bilder 4 und 6 zei-
gen die zugehdrige Losung mit der Randbedingung
konstanter Warmestromdichte. Es ist wiederum T, =
=T, — hg/cg gewihlt, so da Ph = 1 ist.

Die Erstarrungszeiten zylindrischer und kugelférmi-
ger Korper entnimmt man den Bildern 7 bis 9. Fiir
endlichen Wirmeiibergang hat Tao [5] hierfiir bereits
mit Hilfe eines expliziten Differenzenverfahrens eine
numerische Losung erarbeitet, die in Tabelle 2 mit den
eigenen Ergebnissen verglichen ist. Im Mittel betrigt
die Abweichung 2,7 %, erreicht jedoch Werte bis zu
6,4 %. Diese Abweichungen sind dadurch zu erkliren,
dafy Tao mit einem um den Faktor drei groferen Orts-
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Bild 3. Erstarrung um einen Zylinder bei endlichem Warme-
iibergang und konstanter Wandtemperatur; unterbrochene Kurve:
Niherung nach Lin fiir Bi - oo
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Bild 4. Erstarrung um einen Zylinder bei konstanter Wirme-

schritt A X rechnete als er hier verwendet wurde; weiter- stromdichte
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Bild 5. Erstarrung um eine Kugel bei endlichem Wirmeiibergang  Bild 6. Erstarrung um eine Kugel bei konstanter Wirmestrom-
und konstanter Wandtemperatur; unterbrochene Kurve: Nihe- dichte

rung nach Lin fiir Bi » oo

hin hat er die Energiebilanz an der Oberfliche (9) nach
einem sehr groben graphischen Verfahren von Longwell

Tabelle 1. Quasistationire Losungen (Ph — oo) [22] diskretisiert. Dadurch riickt die Oberfliche £*
jeweils diskontinuierlich um einen ganzen Ortsschritt
endlicher konstante A X vor, und anschlieBend wird jedesmal die Wirme-
Wirmeiibergang Wirmestromdichte leitung in einer Schicht konstanter Dicke berechnet.
i+ X Auch die Losung von Pecho¢ [23], dessen Verfahren
Platte o= T%—%;—:% 9=1+Qu(X — g% sich an das von Tao anlehnt, weicht von Taos Ergeb-
Lre nissen ab.
=" - 1?2+ 7= (- D/Qu
+ (8% — 1)/Bi
. v 4 Qj %
. _1/Bi+InX _ . .
Zylinder 9 = ————I/Bi T+ %=1+ Qu-In (X/e¥) @
=2 g2+ =2~ 1)/2Qu 3— e —~
+ (1 - 2/B) x / 2 /
x (1 - £*2)/4 {
512 ——%
_1/Bi+1- X _ .
Kugel o= B+ 1 =1/t 9= 1+Qu(l/e* - 1/X) = / A
9
reA -2 - r= @R DB AN
— (1 + 1/Bi) x // Y
x (1 - £¥3y3
0 T 2 3 I 5

fiir £* > 1 sind Bi und Qu mit pos. Vorzeichen

1/Bi ~——

cinzusetzen Bild 7. E iten fiir ei lindrischen K bei
. . : s . 3! . Erstarrungszeiten fiir einen zylindrischen Korper bei

fir £* d Qu m v

e'rzis::zeix sind Bi und Qu mit neg. Vorzeichen endlichem Wirmeiibergang und konstanter Wandtemperatur

unterbrochene Kurve: Niherung nach Stephan
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Tabelle 2. Abweichung der numerischen Losung von Tao [5]
fiir die Erstarrungszeiten eines Zylinders und einer Kugel von

Die Bilder 10 bis 13 zeigen den Verlauf der Erstar-
rungsgeschwindigkeit d £*/d 7 iiber der Koordinate £*,

der eigenen numerischen Rechnung (Fehler < 10_4) in %

-10
|
Bi Ph Zylinder Kugel | L T ]
|
0,5 1,9 3,1 -8t —
H ) E l _
0.2 10 17 31 \ Ph=1 1 /
1
10 0,5 0,99 0,37 I A
10 43 6,4 s 1\ J
* \
-4
32 S \\W
N Bi=o oz
y / N
’ 051 ]
/ / 01 ! ]
2 0 0.2 04 06 08 10
°$Z / // Bild 10. Erstarrungsgeschwindigkeiten eines zylindrischen
20
[ ’ / a4 5 Kdrpers bei endlichem Warmeiibergang und konstanter Wand-
/ %7\’ A //// temperatur
5 18 T / \,W, unterbrochene Kurve: Niherung nach Lin fiir Bi - oo
7
%ﬁ / %\/ >
12 A V. @ -0
i 4 o
Y ]
4
_/ vy -8
08 %
7 )
04 // I -6
7 3
;E,. 4 Qu=1p
0 1 2 3 A 5 =
1/Bi =——
Bild 8. Erstarrungszeiten fiir einen kugelfdrmigen Kérper bei -2 > 2
endlichem Wirmeiibergang und konstanter Wandtemperatur ) 015J\\F
unterbrochene Kurve: Niherung nach Stephan d M——
0 02 0,4 06 08 10
3,0 ] E*-—’
Ph=1 Bild 11. Erstarrungsgeschwindigkeiten eines zylindrischen
Korpers bei konstanter Wiarmestromdichte
25
-10 g
Zylinder \ f [ [ { /
20 L -8 ‘. }
\
I / il ’ )
| f
— -6 ¥
s 15 7 4 \\ j r /
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B ERN= %
1,0 o \\ = ‘-’/
/ \\\&‘m =
-2
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Bild 9. Erstarrungszeiten fir zylinder- und kugelférmige Kdrper

1/Qu e

bei konstanter Wirmestromdichte
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Bild 12. Erstarrungsgeschwindigkeiten eines kugelférmigen
Korpers bei endlichem Wirmeiibergang und konstanter Wand-
temperatur

untetbrochene Kurve: Niherung nach Lin fiir Bi = oo
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Bild 13. Erstarrungsgeschwindigkeiten eines kugelférmigen
Korpers bei konstanter Warmestromdichte

Charakteristisch fiir das Erstarren eines Zylinders und
einer Kugel ist das Auftreten eines Minimums in der
Erstarrungsgeschwindigkeit, wenn Bi oder Qu einen
bestimmten Wert Bi* oder Qu* iiberschreiten. Die Er-
starrung wird einerseits verlangsamt durch das Anwach-
sen des Warmeleitwiderstandes mit der Schichtdicke,
andererseits wird sie beschleunigt durch die Verkleine-
rung der Phasengrenzfliche A (£*). Mit zunechmenden
Werten Bi oder Qu bewegt sich das Minimum néher zur
Zylinderachse oder zum Kugelmittelpunkt. Bei Ver-
gréBerung von Ph (bei endlichem Wirmeiibergang) wan-
dert es jedoch nach aufien.

6. Vergleich mit Niherungslosungen

Um die Genauigkeit einiger Naherungslosungen er-
drtern zu konnen, wurden zunichst die Transformations-
formeln von Lin auf die Neumann-Losung fiir die ebene
Platte angewandt. Als Ergebnis erhilt man die unterbro-
chenen Kurven in den Bildern 3, 5, 10, 12.

Ein Vergleich mit der numerischen Losung ergibt die
in Tabelle 3 fiir verschiedene Werte Ph aufgefilhrten
relativen Abweichungen in der Erstarrungszeit 7(§* =0)
bei vollstindiger Erstarrung eines Korpers und T(E*=2)
bei Erstarrung an der Aufienseite. Die Abweichungen
sind bei der Erstarrung an der Innenseite grofier als an
der AuBenseite und bei der Kugel grofier als beim

Tabelle 3. Transformationsformeln von Lin angewandt auf die
Neumann-Losung. Relativer Fehler in % in den Erstarrungs-
zeiten 7 J&* — 1] = 1)

Ph = 02 05 1 2 10
Erstarrung an der Zylinder 10 7,0 46 28 07
AuBenseite: £*> 1  Kugel 23 15 94 55 14
Erstarrung an der Zylinder 25 19 15 10 3,0
Innenseite: £* < 1 Kugel 35 28 21 15 4,3
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Zylinder. Wihrend filr Ph - oo die Niherung mit der
quasistationdren LOsung identisch ist, nimmt der Fehler
mit abnehmenden Werten der Phaseniibergangszahl stark
zu. Die Formeln von Lin sind demnach fiir kleine Werte
Ph nur eine grobe N#herung.

Nach Megerlin [11] ergibt sich bei der Verwendung
eines Polynoms zweiten (vierten) Grades fiir die Tempe-
raturverteilung vor einer Platte konstanter Temperatur
ein Fehler in der Erstarrungszeit von weniger als 4,7 %
(2,5 %). Fir endlichen Wirmeiibergang (Bi = 1) findet
man durch Vergleich mit der in dieser Arbeit angegebe-
nen numerischen Lésung Abweichungen unter 1,7 %
(0,5 %). In beiden Fillen tritt die grofite Abweichung
bei Ph = 1 auf. :

Megerlin [11] und Stephan [12] haben ausgehend
von Polynomansitzen fiir das ebene Problem mit Hilfe
der Transformationsformeln von Lin die Erstarrungs-
zeiten an der Aufien- und Innenseite eines Zylinders
und einer Kugel berechnet. Ein Vergleich mit der nume-
rischen Losung ergibt fiir Bi 2 1 ebenfalls etwa die in
Tabelle 3 angegebenen Fehler. Fiir kleinere Biot-Zahlen
nimmt der Fehler ab. Der Fehler entsteht offenbar
hauptsichlich durch die nur niherungsweise giiltigen
Formein von Lin und bleibt daher von gleicher Gréfen-
ordnung wie zZuvor.

7. AbschlieBende Bemerkungen

Obwohl Wirmeleitvorginge beim Erstarren wegen
ihrer Bedeutung fiir die Technik schon vielfach unter-
sucht wurden, ergeben bisher bekannte numerische
L3sungen und Niherungslésungen erhebliche Unter-
schiede in den Erstarrungszeiten. Sie sind aufderdem
nur innerhalb bestimmter Bereiche der mafigebenden
Kennzahlen und fiir bestimmte Randbedingungen und
Koérperformen giiltig. In der vorliegenden Arbeit wurden
daher die Erstarrungszeiten der am h#ufigsten vorkom-
menden geometrisch einfachen Kérper ebene Platte,
Zylinder und Kugel nach einem modifizierten Crank-
Nicolson-Verfahren neu berechnet und die Ergebnisse
in Form von Diagrammen systematisch zusammen-
gestellt. Aus diesen kann man die Erstarrungszeiten der
genannten einfachen K&rper leicht ermitteln fiir die am
meisten interessierende Kiihlung bei konstanter Wand-
temperatur, konstanter Warmestromdichte oder bei end-
lichem Wirmeiibergang. Wie eine Fehlerbetrachtung zeigt,
weisen die Ergebnisse der numerischen Ldsung eine
Ungenauigkeit in der Erstarrungszeit von weniger als
10—% auf. Die Abweichung von der exakten Neumann-
Losung fiir die Erstarrung plattenférmiger Korper ist
hochstens von der Grofenordnung 5- 107

Die Diagramme enthalten sowohl den Fall der Er-
starrung einer Fliissigkeit, die ausgehend von der Ober-
fliche eines Zylinders oder einer Kugel nach aufien
fortschreitet, wie auch den der nach innen fortschrei-
tenden Erstarrung.
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