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Der Einflu~ einer fiber dem Querschnitt unterschiedlichen Anfangstemperatur 
auf den Wiirmefibergang in laminar durchstrSmten Rohren 

E. HICKEN, Boehum 

Zusammenfassung. Eine fiber dein Querschnit~ unterschied- 
liche Anfangstemperatur kommt in der Praxis hgnfig vor. 
Diese unterschiedliche Temperaturverteilung hat einen Ein- 
flug anf den Wgrmefibergang im thermischen Einlauf. Die aus 
MeBergebnissen errechneten Kermzahlen k6nnen bekamltlich 
betrgchtlich voneinander abweichen. Ein Grund daffir kann 
eine nicht einheitliche Temperatur im Einlaufquerschnitt sein. 
In dieser Untersuchung wird der EinfluB dieser unterschied- 
lichen Anfangstemperatur anf den Wgrmeiibergang in lami- 
narer Rohrstr6mung errechnet. 

Abstract. An initial temperature being variable above the 
cross-section appears in practice quite frequently. This tem- 
perature distribution influences the heat transfer in the thermal 
entrance region. It  is known that characteristic Numbers 
calculated from experimental results can vary considerably. 
One of the reasons hereof may be a non-uniform temperature 
in the entrance cross section. This investigation has been made 
in order to calculate the influence of this variable initial 
temperature on the heat transfer in laminar tube flow. 

Bezeiehnungen 
a Temperaturleitfghigkeit des Fluids 
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D Rohrdurchmesser v 
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R n Eigenfunktion T 
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u 6rtliehe Geschwindigkeit co 

mittlere Geschwindigkeit 
Koordinate in Str6mungsrichtung 
Wgrmeleitfghigkeit des Fluids 
Eigenwert 
kinematische Viskositgt des Fluids 
reduzierte Temperatur nach G1. (2) 
reduzierte Temperatur nach G1. (3) 
dimensionslose lKitteltemperatur nach G1. (8) 
Kennzahl nach G1. (10) 
Dichte des Fluids 

Ind izes  

z ~ 0  
Mittel 
konstante Wiirmestromdichte 
konstante Wandtemperatur 
Wand 
unendlieh, ausgebildet 

Einfiihrung und Auigabenstellung 

Bei theoretischen Bereehnungen des W~rme/iber- 
gangs in laminar  durchs t r6mten  Kang len  wird eine 
fiber dem Querschni t t  kons tan te  Anfangs tempera tur  
vorausgesetzt.  Diese Annahme  vereinfacht die Berech- 
nungen ;  in  der Praxis  k6nnen  jedoch von  einer kon- 
stanten Einlauftemloeratur abweichende Temperatur- 
profile vorliegen, die den W~rmeiibergang im KanM 
beeinflussen. Die aus versehiedenen Versuehen erreeh- 
ne ten  Kennzah len  fiir den Wgrmeiibergang k6nnen  
daher  sehon aus diesem Grunde voneinander  abwei- 
ehen. Es soll n u n  die Aufgabe dieser Unte rsuehung  sein, 
den EinfluB unterschiedlieher rota t ionssymmetr iseher  
Anfangstemperatur-Prof i le  auf den Wgrmeiibergang 
im thermisehen Einlauf  eines laminar  durehs t r6mten  
Rohres zu ermit teln.  Dabei  wird stets eine hydrodyna-  
miseh ausgebildete St r6mung vorausgesetzt.  

Aus der Vielzahl der m6gliehen thermisehen Rand-  
bedingungen werden zwei ausgewghlt:  der W/irme- 
i ibergang bei kons tan te r  W a n d t e m p e r a t u r  tw und  bei 
kons tan te r  Wgrmest romdiehte  ~ an  der Wand.  I n  

Bild 1 sind der Verlauf der Mit te l tempera tur  tm des 
Fluids  a n d  der W a n d t e m p e r a t u r  tw sowie die Tempera- 
turprofile im Rohreinlauf  sehematiseh dargestellt.  Die 
Mit te l tempera tur  tm ergibt sieh in jedem Quersehnit t  zu 

1 
t m =  7 -  f (u /g )  t d F  (1) 

(F) 
aus der Tempera tur  t, der Quersehnittsflgche F,  der 
6rt l iehen St r6mungsgesehwindigkdt  u und  der mitt le-  
ran Str6mungsgesehwindigkeit  g. Die Stoffwerte des 
Fluids  sollen t empera tu runabhgng ig  sein. I n  Bild 1 
bedeuten  r den Abs tand  yon der Rohraehse, r 0 dan 
ha lben Rohrdurehmesser  D / 2  und  z die Koordinate  in 
Str6mungsr iehtung.  

Es ist iiblieh, fiir den Wgrmeiibergang bei kons tan te r  
Wand tempera tu r  ( B i l d l )  die folgende reduzierte 
Tempera tur  

~ = _  t - t~  (2) 
tm, o -- t w 

einzufiihren, t I ierbei  ist tin, o die Str6mungsmit te l -  
t empera tur  im Ein laufquersehni t t  z - -  0. Die Grenz- 
werte sind ~T,m,0 = 1 und  ~T,oo = 0. Is t  die W~rme- 
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Bil4 1, Temperaturverlauf i m  R o h r  bci einer konstanten Wandten> 
peratur in ~xialer Richtung. 

~ / / / / / / / / / / / / / / / / / / / /  ~ /  // / / / / / / / / / / / / )  

; / / / / / / / 2 = O Y / / / / / / / / / / / / / / / / / / / /  Z 

Bild 2. Temperaturverlauf im IRohr bei einer konstanten W~irme- 
stromdiehte an clef %Vand. 

stromdiehte an der Wand konstant  und unabhgngig 
v o n d e r  Lgngskoordinate z, vgl. Bild 2, so empfiehlt 
sieh die folgende Reduzierung 

~ q  __  t - -  tm,o 

~wro/~ (3) 

mit  der Wgrmestromdichte ~ an der Wand und der 
WgrmeMtfghigkeit  A des Fluids. Da dem Fluid ffir 
z < 0 keine W&rme zugefiihrt werden soll, gilt auger- 
dem in beiden F/~llen 

{ ~ t l  = 0  ffirz < 0  (4) 
f ~ r o  \ / 

Die Berechnung des Temperaturfeldes 
im thermischen Einlauf 

Der fibliche Rechengang bei der LSsung der Diffe- 
rentialgleiehnng ffir das Temperaturfeld im str6men- 
den Medium ist in Tabelle 1 angegeben. Es wird das Ver- 
fahren der Trennnng der Vergnderliehen angewendet, 
vgl. z. B. [1], [2], [3]. Die yon der radialen Koordinate 
r* = r/r o abhgngigen Eigenfunktionen R~ (r*) und die 
Eigenwerte AN hgngen dabei nur yon den gandbedin-  
gungen bei r* = 1 ab. Die Koeffizienten c~ dagegen 
werden dursh das Temperaturprofil  im Einlauf bei 
z = 0 bestimmt. Daraus folgt fiir das Problem dieser 
Untersushung, dab die Eigenwerte und Eigenfunktio- 
hen f/it untersehiedliehe Temperaturprofile im Rohr- 
einlanf unvergndert  bleiben; nur die mit  betrgehtlieh 
geringerem Aufwand erreehenbaren Koeffizienten Cn 
brauchen gegndert zu werden. 

Da das rotationssymmetrisehe Temperaturfeld am 
Rohranfang z = 0 sine stetige Funktion der radialen 
Koordinate r* ist, kann jede derartige Temloeratur- 
vsrteilung dutch den folgenden Ansatz dargestellt 
werden : 

oO 

tg(r*, 0) = yam,0 + Z K j [ e o s  (]~r*) @ aj]. (5) 
/ '~ 1,2,3 . . . .  

G1. (5) erffillt die Randbedingung G1. (4). Wendet man 

1 6 A  

G1. (1) im Einlaufquerschnitt z = 0 an, so erhglt man 
die Bedingung 

1 
4 f r * ( 1  --  r *~) cos (]~r*) dr* + aj = 0 ftir 

0 j =  1 , 2 , 3 , . . . ,  (6) 

aus der sigh die Koeffizienten aj bereehnen lassen. 
Einige Werte ffir a i enthalten Tabelle 2 und 3. 

Der Reehengang zur Ermit t inng der Koeffizienten c,, 
i s t  in Tabelle i angegeben. 

Dimensionslose Kennzahlen fiir den 
Wiirmeiibergang 

Bei einer vorgegebenen Wandtemperatur  tw (z) inter- 
essiert in der Regsl der fibertragene Wgrmest rom 0, 
der wie folgt ermittelt werden kann: 

0 ( z )  = m S [ t i n ( Z )  - -  t rn ,o]  ( 7 )  

mit ~h als dem Massenstrom des Fluids und c als seiner 
spez. W~trmekapazit~t. Bei siner in axialer Riehtung 
konstanten Wandtemperatur  kann die Mitteltsmpera- 
fur in dimensionsloser Schreibweise 

O~m(Z)-- tm(Z) -- tm'° 
' t ~  - t m , o  ( 8 )  

in Gestalt siner mlendlichen geihe dargestellt werden, 
vgl. Tabelle 1, G1. (T 17). Damit  folgt mit  G1. (8) aus 
al .  (7) 

O (z) = ¢hc (tw --  the,o)0~,m (z). (9) 

Es sei hinzugefiigt, dab aueh die iiblieherweise be- 
nutzten Nusselt-Zahlen aus der dimensionslosen 
Mitteltemperatur ~}.m (Z) bss t immt werdsn kSnnen, 
vgl. z. B. [4, S. 82]. 

Wird dagegen die Wgrmestromdiehte qw an der 
Wand vorgesshrieben, so lgBt sich die Mitteltemperatur 
t m (z) aus einer Energiebilanz srmitteln. Von Bedeutung 
ist dann nur die Wandtemperatur  tw(z). Eins vor- 
teilhafte Kennzahl ftir die Differenz zwisehen der 
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Wandtempera tu r  und der Mitteltemperatur,  vgl. [3], ist 

Ow-m(Z ) = tw(Z)-- tm(Z ) 
~DI~ ( lo)  

Diese Kennzahl  ist der Kehrwer t  der 6rtlichen Nusselt- 
Zahl. Die Reihe ffir die Kennzahl  Ow-m ist in Tabelle 1, 
G]. (T 18), angegeben. 

E. I-IICKEN Whrme- und Stoff- 
b ertragung 

Ffir K S -  0 0" = 1, 2, 3 . . . .  ) gehen G1. (T 17) und 
G1. (T 18) in die bisher bekannten Beziehungen fiber. 
Man kann die zusgtzlichen Glieder als ein Temperatur-  
feld auffassen, das dem bisher bekannten fiberlagert 
wh~d. 

Die Koeffizienten ffir G1. (T 17) und G1. (T 18) sind 
ffir j = 1 bis 4 in Tabelle 2 und 3 angegeben. 

Tabelle 1. E rmi t t lung  des W£rmeiibergangs im Shermischen Einlauf  eines Rohres bei ausgebildeter  laminarer  St r6mung 

Thermische gandbed ingung  

t w = const. I qw = const. 

DifferentiMgleichung fiir das Temperaturprof i l  im s t r6menden Fluid 

r ~r ~ ~r  ] @CU~zz (T l) 

Das ausgebildete Temperagurprofi l  ffir z ~ c~ 

~ T , ~ = 0  (T2)  ~q ,~__  8z  1 r .  4 7 
d~e P r  D q- r*2 --  T 2 ~  (T 3) 

Ans£tze ffir das Temperaturprof i l  im thermischen Einlauf  

~m = ~ Cn,T J~n,m (r*) exp "¢~,m 2 ~ ( T  q¢) 0 q  = V~q 00 @ ~ Cn q Rn q (~'*) exp --A~,q 2 ~ -  
n =  1,2,3 . . . .  ' ~ = 1 , 2 , 3 , . . . '  

(T 5) 

Differentialgleichung fiir die Eigetffunktionen R n und die Eigenwerte  An 
d 2R n l d R  n ,~2 r,2) 
d r  *2"if- r* dr*  ~ n R n ( 1  --  = 0  n =  1 , 2 , 3  . . . .  (T 6) 

[ 5V~m t or(r* = l) o, \ ~V~-A*=0 = o 

idRn+t Rn,~(r* = ~) = o, t ~ A * = o  = o 

t~andbedingungen 

(T 7) 
( ~ q  t [ ~ q  t ~;-~* ]r*=l 1, = 0 k 0r* D'*=o 

d Rn,q I [ d Rn,q t 
dr* / r*=l  = 0, \ dr*  ] r*=o=  0 

(T 8) 

Anfangsbedingungen bei z = 0 
03 

yam, o = 1 i f -ZKs[cos( ]z~r*  ) @ aj] (T 9) 
]=1 ,2 ,3  . . . .  

oo 
~q,o = X Ks[cos (jzr*) + aS] 

]=1 ,2 ,3  . . . .  
(T10)  

o~ 
c.,m = C* T + Z K j c . , j , T  

]~1,2 ,8  . . . .  

mi~ 
1 

f r* (i -- r .2) R n ,  T dr*  
C, __ 0 

n ,T - -  1 

f r*(1 -- ~"2) R~,T dr* 
0 

und 
1 

f r* (1 - -  r *~) Rn,T [cos (]~ r*) + aS] dr* 
0 

(*~n,S,T = 
f r*(l r .2) / ~ , T d r *  
0 

Berechnung der Koeffizienten Cn 
oo 

= c~ + ~ K . %  (T 11) en,q ,q. s ,~,q 
~=1,2,3 . . . .  

mit  
1 

f r*(1 - -  r .2) Rn,q(Oq,cc V~q,m) dr* 
(T 12) c* - -  o n,q i 

f r*(1 - -  7 ".2) RZn,q dr* 
0 

und 
1 

f r* (1 - r*~) Rn,  q [cos (]:nr*) @ as] dr* 
0 

(T 13) cn,s,q = 1 
f r*(1 - -  r *~) R~,q dr* 
0 

(T 14) 

(T 15) 

(T 16) 

Dimensionslose Kennzahlen  fiir den WErmefibergang 

0T, m (Z) - -  tm (Z) - -  tra,0 
t w - -  tin, 0 

CO [ ¢X) ~ . 
- -  n ~ T ~  

- - 1 - - ~ - V d n T  [ l q - 2 . ' K ~  . . . . . .  I "  
n=1,2,3,..'. ~ = 1,2,3 . . . .  On, T ] 

(T 17) 

t~ (z) --  tm (z) 
Ov¢_ m (z) - -  ~[w D/2  = 

r l l  ~ ( I + Z K  s c~'S'ql 
-- , . . . . .  x 7=1,2,3 . . . .  

" 8 ~ , q R n , q ( l - ) e X P (  '~n2,q 2 R ~ - - ~ r ~ r  D ) ] (T IS) 
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Tabelle 2. Koeffizienten fiir G1. (T 17) 

n 

C*,T 

dn,T 

1 
7,313587 

+1,476435 

+0,819050 

2 
44,60945 

--0,806124 

+0,097527 

3 
113,9210 

+0,588762 

+0,032504 

4 
215,2405 

--0,475850 

+0,015440 

5 
348,564 

+0,40502 

+0,00879 

6 
513,890 

--0,35576 

+0,00558 
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j =  1 
a 1 = +0,087482 

] =  2 
% -  +0,303964 

: =  3 
aa = --0,038948 

] =  4 
a 4 = +0,075991 

Cn,IjT 

Cn,2,T 

~n,a,T 

6n,4,T 

+0,402572 +1,09289 --0,70110 +0,52583 --0,4280 +0,3665 

--0,098642 +0,78787 +1,13227 --0,92497 +0,7417 --0,6175 

--0,196876 --0,73204 +1,71339 +0,54452 --0,7111 @0,6434 

+0,031882 --0,39824 --0,61122 +2,28445 --0,0286 --0,4884 

! i 

l i 0,8 i I 

~'e0, 6 ] 

• ~ Tempe¢~/urproP# 
I / / / / /  :m E/n/~.f 

/(7+-~e,/, Y// '  I .... k l / J .  
, ' / / / / /  . ,  ! "-.NC.~K-o,~ 

-%/~'/ 'J" : t  i ..--;- i "-:-~/o~ 
0,,4"//// :- I (il /_. '- 

: i - - - ~ - -  -0,2 

\0,2 0 i 

"o,, I ~,o ; 
i #zo (r*)= 1+& [cos (~r*) +~] 
i ' I 

0 3 2 ~ 6 8 fO-; Z ~- 6 8 70 -7 2 ~ 6 3 7 

zlZe Pr D 
Bi ld  3. Die Beeinf lnssung des Wikrmefibergangs i m  thermisohen E in lau f  eines lami -  
nar  durehs t r6mten l~ohres duroh unterschiedl iehe Anfangs tempera tur -Pro f f le ;  die 

thermisehe Randbedingung ist tw = aonst. 

E r g e b n i s s e  

Als Beispiel sind in Bild 3 und Bild 4 fiir ] --  1 mit 
K~ als Parameter Ergebnisse der Wgrmeiibergangs- 
bereehnungen im thermisehen Einlaaf dargestellt. Sie 
zeigen den EinfluB einer nieht konstanten Anfangs- 
temperaturverteilung. Die relativen Abweiehungen der 
Kennzahlen * tgm.~ nnd Ow-m fiir K 1 ¢ 0 yon den bei 
konstanter Einlauftemperatur ermittelten Kennzahlen 
(fiir K 1 = 0) sind f/it kleine Werte der dimensionslosen 
Entfernung z/(Re Pr D) vom Einlauf am gr6gten; fiir 
groge Entfernungen yore Einlauf werden die Abwei- 
ehungen klein. Als Beispiel fiir den EinfluB der Einlauf- 
Temperatnrverteflung sei die Stelle z/(Re Pr D) = 10 -2 
fiir die thermisehe Randbedingung tw -- eonst, n~her 
untersueht, vgl. Bild 3. In  diesem Quersehnitt ist die 
Mitteltemperatur f/Jr K 1 = 0,20 nm 9% geringer 
als fiir K 1 = 0 .  Wollte man nun ffir K 1 = 0 , 2 0  die 

1 6 A *  

gleiche Mitteltemperatur wie ffir K 1 = 0 an der 
Stelle z/(Re Pr D) = 10 -2 erhalten, so wgre ein um 
ca. 20~o verlgngertes Rohr notwendig. Die in der 
Literatur angegebene Streuung der Wgrmefibergangs- 
messungen k6nnte gelegentlich auch mit einer unter- 
sehiedliehen Temperaturverteflung im Rohreinlauf 
erk]~rt werden. 

In  dieser Untersuchung wurde eine hydrodynamisch 
ausgebfldete StrSmung vorausgesetzt. Den Einflug 
einer hydrodynamiseh nieht ausgebfldeten Str6mung 
auf den Wgrme/ibergang im Rohr untersuchte E. BEh ~- 
DE~ [4]; in der Regel wird der W£rme/ibergang im 
thermischen Einlauf verbessert. In der Praxis werden 
beide Einflfisse, ngmlich die einer hydrodynamiseh 
nicht ausgebildeten Str6mung und einer nicht kon- 
stanten Einlauf-Temperaturverteilung, yon Bedeutung 
sein; ihr gegenseitiger Einflug l~Bt sieh jedoeh schwer 
absehgtzen. 
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gb 1 : +0,087482 

] =  2 
% -  +0,303964 

] =  3 
% = --0,038948 

] =  4 
a t ~ +0,075991 

E. HIe]~EN 

Tabelle 3. Koeffizienten ffir G1. (T 18) 

n 

~,q  

c*,q 

Rn,q(1) 

1 
25,6796 

+0,403483 

--0,492517 

2 
83,8618 

--0,175111 

+0,395508 

3 
174,167 

+0,105594 

--0,345872 

4 
296,536 

--0,07328 

+0,31405 

Cn~l,q 

C~2,q 

~n~3,q 

+1,31224 --0,31698 +0,14197 --0,08055 

+0,072985 +1,71126 --0,72396 +0,38968 

--0,765822 +0,63945 +1,74133 --1,04776 

--0,056402 --0,95528 +1,33984 +1,45635 

Warme- und  Stoff- 
Obe r t r agung  

o,25 
o,;29; , i 

V ~ 77~=e,05 
o/o : /  I 

%0 =# [cos (xr*)+a 1] 
[ [ [  ~ [ [ [ 

"70 -3 ,~ + # 3 "/0 -z .~ 5 8 10 -7 f 4- 8 8 

z/RePrO - - - ~  

Bild 4. Die Boei~flussung des Vir~rmefibergangs im thermischen ELulauf ei~es lumi- 
na r  durchst rOmten :Robx'es dutch  ~nters~hiedliche An~ungstemperatur-Profi le ;  die 

thermische :Rundbedingung ist qw - const. 
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